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1  Einleitung

Heutzutage braucht sich niemand mehr wie Odysseus auf See zu verirren, da GPS-Geréte
inzwischen fir jedermann erschwinglich sind. Dank dieser kann man sténdig mit
ausreichender Genauigkeit die eigene Position bestimmen. Im Anhang sind einige Geréte
und die aktuelle Marktsituation zusammengestel It.

Der interessierte Benutzer fragt sich nach der Funktionsweise des Systems. Auf der Suche
nach Erklarungen wird man feststellen, dass neben Grundprinzipien der

Nachrichtentechnik auch relativistische Effekte zu berticksichtigen sind.

2  DasGloba Positioning System (GPS)
2.1 Wasist das GPS?

Das Global Positioning System (GPS) wurde vom Militér der Vereinigten Staaten von
Amerika (USA) entwickelt.

Es ermoglicht auf der gesamten Erdoberfl&che und im erdnahen Raum dreidimensionale
Positionsbestimmungen in Echtzeit, sowohl von bewegten als auch von ruhenden
Objekten, und die Bestimmung der Geschwindigkeit bewegter Objekte

Es steht dabei einer unbegrenzten Zahl von Benutzern zur Verfigung und ist so gut wie
unabhéngig von meteorol ogischen Einflissen.

Neben der militérischen (Precise Positioning Service) stellt das US-Militér zusétzlich noch
eine zivile Version (Standard Positioning Service) mit ausreichender Genauigkeit und der
Maoglichkeit, das Signal gezielt zu verfélschen, zur Verfigung. Dieses System ist schon
heute sehr weit verbreitet, da entsprechende Geréte glinstig zu erwerben sind.

2.2 Wie arbeitet das GPS?

Die Positionsbestimmung basiert auf der Messung der Entfernung zwischen dem eigenen
Standort und mehreren von insgesamt 24 im Erdorbit kreisenden Satelliten. Jeder Satellit
sendet standig seine Kennung, die Zeitmarke der Atom-Borduhr nach UTC-Standard

(Universal-Time-Coordinated), sowie regelméaldig seine Bahndaten. Der Empfanger misst
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durch Berechnung der Signallaufzeit die Entfernung zu mindestens vier Satelliten. Die
Satelliten senden synchron auf zwei Frequenzen. Auf der Frequenz L1 mit 1575,42 Mhz
fur den zivilen und auf der Frequenz L2 mit 1227,6 Mhz fir den militérischen Gebrauch.
Das Signal auf der Frequenz L2 ist &uf3erst schwierig zu finden, so dass auch die
Empfanger des Militars zum Empfangen von L1 ausgeristet sind. Sie werten zunéchst das

L1-Signal und dann auf dessen Basis das L 2-Signal aus.

Da es sich um ein militérisches System handelt, muss es kryptisch arbeiten. Die
Sendetechnik 1&sst kein Ubliches Sendesigna (Tragerfrequenz) erkennen. Deshalb wirkt
das Signal auf den uninformierten Betrachter wie ein Rauschen (PRN-Technique,
Pseudo Random Noise). Ohne die Entschllisselungscodes zu kennen ist es so gut wie
unmaoglich die gesendeten Daten zu verstehen und zu nutzen.

2.3 Ermittlung der eigenen Position

Um das Signal aus dem Rauschen heraus zu filtern, wird das empfangene Signal mit den
im Empfénger gespeicherten Mustern der Satellitenkennungen verglichen. Anhand der
gesendeten Zeitmarke wird dann der zeitliche Unterschied, also die Signallaufzeit,
berechnet.

2.4 Systemkorrektur

Die Flugbahnen der Satelliten des GPS miissen mindestens einmal am Tag korrigiert
werden. Dazu sind auf der Erdoberfldche 5 Monitorstationen verteilt. Diese kehren das
Verfahren zur Positionsbestimmung einfach um, indem sie die Rolle der Satelliten und der
Satellit die Rolle des Benutzers tibernehmen. Wenn dann die genaue Position des Satelliten
bekannt ist, kann seine Bahn nach Bedarf korrigiert werden. Im Falle einer Bahnénderung
wird, ebenfalls Uber die Satelliten, ein Signal ausgestrahlt, das den Empfangern auf der
Erde die geénderte Position mitteilt.
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3  Die Geometrie des Global Positioning System’s

Die Positionsbestimmung basiert auf der Messung der Entfernung zwischen Empfanger

und mehreren von insgesamt 24 im Erdorbit kreisenden Satelliten.

Die Punkte gleicher Entfernung zu je einem Satelliten beschreiben im freien Raum eine
Kugeloberflache. Je zwei solcher Kugel oberflachen schneiden sich in einem Kreis, die
Schnittpunkte dieses Kreises mit einer dritten Kugelschale geben zwei mégliche Positionen
des Benutzers vor. Eine der beiden |&sst sich streichen, da sie weit auf3erhalb der
Satellitenbahnen und jenseits der Erdoberflache liegt, die andere gibt die gewiinschte
Position an.

Das System in dieser Form setzt jedoch voraus, dass der Empfanger selbst eine Atomuhr
besitzt. Da dies praktisch unmdglich ist, muss ein vierter Satellit zur Zeitkorrektur
miteingerechnet werden.

Mit vier Satelliten kdnnen 4 Unbekannte néherungswel se bestimmt werden. Das sind
Ublicherwei se geographische Lange, geographische Breite, die Hohe tber Normal Null
sowie die Zeitkorrektur fur die Uhr des Empfangers.

Die wirkliche Distanz ist immer der raumliche Abstand zwischen dem Satelliten und der
Position des Empféangers (nach Pythagoras).

r=y((x- %V +(y- v, +(z- 2,7)

Dabel sind x,; y, und z, die Koordinaten des Empfangers.

Dazu addiert sich ein Zeitfehler Dt, beim Empfanger, weil dieser keine Atomuhr besitzt.

Der Zeitfehler fuhrt zu einem Ortsfehler: 1’ = ri+ ¢t
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Diese Berechnung fuhrt man fir jeden Satelliten aus. Man erhdlt ein System von drei

Gleichungen.

=0 - %)+ (- V) +(z- 2 ))ron,

=00 %)+ (vo- W +(z- 2. ) ) +ony,

b=y (- %+ (e v +(z- 2.0 )+on,

Dieses Gleichungssystem lasst sich nicht mehr exakt |6sen. Mit Hilfe des Rechners lassen
sich die Lésungen dieses nichtlinearen Gleichungssystems jedoch durch Approximation

und Iteration hinreichend genau bestimmen.

Man erhdlt die Position P mit einem Zeitfehler und daher auch mit einem Ortsfehler. Man
berechnet also zunéchst seine Position, davon ausgehend, dass die eigene Uhr exakt geht.
Nun betrachtet man die Entfernung zum vierten Satelliten und setzt die gefundene Position

in die Gleichung ein, um diese nach der Zeit aufzul 6sen.
=i tOAly b 1y- 1y =CAY,

Man erhdlt jetzt einen neuen Wert P, der besser und genauer ist alsP'.
Dieses Verfahren liefert einen neuen Wert fir ry:

4 P M4neu
Nun wird erneut, diesmal mit geringerem Fehler der Uhr im Empfénger, die Entfernung zu
den Satelliten gemessen. Daraus wird wieder die Position errechnet und die obere

Gleichung nach der Zeit aufgel0st. Dieses Verfahren kann man bis zu einem vorher
festzulegenden Restfehler durchfthren.
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4 Messverfahren

4.1 Langenmessung

Im Jahr 1875 wurde im Internationalen Staatsvertrag Uber die Meterkonvention die Lange
eines Meters auf den 40 millionsten Teil eines Erdmeridians festgelegt. Im Bureau
International des Poids et Mesures in Bévres wurde der ,,Urmeter” hinterlegt, hergestellt
aus einer Platin-Iridium Legierung.

Als die dadurch erreichte Genauigkeit der Messung auf 10" m nicht mehr fiir die immer
grofRer werdenden Anforderungen der Physik ausreichte, wurde 1960 der Meter auf Basis
der Wellenlange der orangefarbenen Spektrallinie des K ryptonisotops Kr®® definiert. Diese
Festlegung hat den Vorteil, dass die Langeneinheit in jedem Labor mit einer Genauigkeit

von 4-10°° reproduziert werden kann.

Nachdem allerdings im Jahr 1972 die Lichtgeschwindigkeit auf 1,1 m/s genau gemessen
worden ist, erscheint es verniinftig, die Lichtgeschwindigkeit definitorisch festzulegen. Das
geschah im Jahr 1983, indem man eine neue Definition fir die Basiseinheit Meter
beschloss.

“ Ein Meter ist die Lange der Strecke, die Licht im Vakuum wéhrend des Intervalls von
(17299 792 458) s durchlauft.” (Ruder p.22 oben)

Dadurch ist es nun moglich, an Stelle der Lénge einfach die Lichtlaufzeit Gber ein
bestimmtes raumliches Intervall zu messen. Fur die moderne Physik ist das letztlich die
logische Konsequenz aus der durch die Spezielle Relativitétstheorie beschriebenen Raum-
Zeit-Struktur in der wir leben.

Fur die Langenmessung ergibt sich heute natirlich die gleiche Genauigkeit wie fur die
Zeitmessung (10™), da erstere ja durch eben diese vorgenommen wird.



Facharbeit von Wolfram Rother im Fach Physik: Relativistische Effekte beim GPS

4.2 Zeitmessung

4.2.1 Kurze Geschichte der Zeitmessung

Bis etwa 1940 erschien es sinnvoll die Erdrotation als exakten Zeitmal3stab zu nutzen.
Danach hétte die Beibehaltung dieses Standards jedoch zu einem systematischen Fehler
beim Betrieb von Quarz- und Atomuhren geftihrt. Was lag aso néher, as die Atomuhren
als Zeitskala zu definieren? Quarzuhren gingen auf lange Zeit nicht genau genug, well der
Kristall ermiidete. Fir die bis dahin a's konstant geltende Erdrotation lief3en sich jetzt mit
Atomuhren Fehler nachweisen.

4.2.2 Atomuhren

Im Oktober 1967 wurde von der Generalversammlung fir Mal3e und Gewichte eine
Neudefinition der Einheit Sekunde [s] beschlossen.

, Die Sekunde ist das 9 192 631 770-fache der Periodendauer der dem Ubergang zwischen
den beiden Hyperfeinstrukturniveaus des Grundzustandes von Atomen des Nuklids Cs**
entsprechenden Srahlung.” (Zitiert nach Ruder)

Sogenannte ,, Atomuhren®, mit denen dieser Standard nachahmbar ist, sind giinstig zu
betreiben und relativ unempfindlich gegen aulRere Einfllsse. Es existieren tragbare
Modelle und solche, die fir den Einsatz im Weltraum ausgelegt sind, wie zum Beispiel die
an Bord der GPS-Satelliten.

Im folgenden wird kurz die Funktionsweise einer Caesium-Atomuhr erlautert.

Aufgeheizte Caesium Atome im Grundzustand werden mit Magneten in einen der beiden
Hyperfein-Zusténde sortiert. Nur in diesem Zustand befindliche Atome werden in die
néchste Kammer befordert. Dort wird Mikrowellenstrahlung einer bestimmten Frequenz
angelegt, die das Caesium-Atom so stimuliert, dass es in den anderen Hyper Fine State
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Ubergeht. Ein weiterer Magnet sortiert die so angeregten Atome aus und leitet nur diese
weiter in Richtung des Detektors. Die dort erzeugte Spannung ist ein Mal3 fur die Anzahl
der angeregten Atome. Nimmt sie ab, so stimmt die Frequenz der Mikrowellenstrahlung
nicht mehr genau mit der Energie des Zustandstibergangs Gberein und muss nachgeregelt
werden. Das garantiert eine sehr genaue Ubereinstimmung dieser Frequenz mit der
Zeitdefinition. Bei kommerziellen Uhren liegen die Abweichungen bei 10™3, bei den
Uhren der Physikalisch-Technischen Bundesanstalt bei 7-10°%.

5  Beeinflussung durch relativistische Effekte
5.1 Spezielle Relativitétstheorie

Nach der Speziellen Relativitétstheorie ergibt sich fir ein mit der Geschwindigkeit v
bewegtes Objekt die Eigenzeit gemal3 dieser Gleichung:

Dabel it t die Eigenzeit eines ruhenden Objektes. Wie zu erkennen ist, vergeht die
Eigenzeit des bewegten Objektes mit zunehmender Anndherung an die
Lichtgeschwindigkeit langsamer. Fir die Satelliten des GPS sind folgende Daten zu
berticksichtigen:

Flughthe der Satelliten in km 20183
Bahnumfang in km 126810
Dauer einer Erdumrundung in h 12
Geschwindigkeit v in km/h 10568
Geschwindigkeit v in m/s 2935,5
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Demnach ergibt sich fur einen Satelliten:

t(v)_ 1

o = -10

t, , @ 29355 92 = 1,000 000 000 047 939 419 » 1 + 0,4730
8299792458 o

Da auch die Uhren auf der Erde durch die Erdrotation bewegt werden, muss fir sie
ebenfalls die Veranderung der Eigenzeit betrachtet werden. Die Bahn der Erde um die
Sonne und deren Bewegung durch das Weltall konnen hingegen unberticksichtigt bleiben,
dasie fur terrestrische Uhren und erdgebundene Satellitenbahnen gleich sind.

Fur den Standort Krefeld bei 51° nordlicher Breite sind folgende Daten zu berticksichtigen:

Abstand zur Erdachse in km 4009,4
Bahnumfang in km 25187
Dauer einer Erddrehungin h 24
Geschwindigkeit v in km/h 1049,46
Geschwindigkeit v in m/s 291,52

Daraus ergibt sich fir den Standort Krefeld:

t(v)_ 1
T — = 1,000.000.000.000.472.776.407 » 1 + 0,47 10°*2
ty | @ 29152 §

209792458 5

Dadiese Korrektur um den Faktor 100 kleiner ist als fur den Satelliten, kann sie
vernachlassigt werden. Alle terrestrischen Atomuhren unterliegen, abhangig von der
geographischen Breite, einer solchen relativistischen Verschiebung. Ubrigensist auch
beim Atomstrahl selbst wegen der Eigengeschwindigkeit der Atome die Spezielle
Relativitdtstheorie zu beachten.

(Die obigen Berechnungen sind auf einem handel stiblichen Taschenrechner wegen der erforderlichen

Stellenzahl nicht méglich, jedoch mit dem in , Windows* integrierten Rechner.)
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5.2 Allgemeine Relativitéatstheorie

Die Allgemeine Relativitdtstheorie beschreibt die Gravitation als Krimmung der
vierdimensionalen Raumzeit. Diese Beschreibung entfernt sich véllig von der vertrauten
Newton’ schen Mechanik und entzieht sich der unmittelbaren Plausibilitét.

Zum Verstandnis der hier benétigten Formel eignet sich eine Geschichte, die Wheeler in

seinem Buch ,, Gravitation und Raumzeit” vortragt:

» ImJahre 1908 fiel eines Tages ein Anstreicher vom Dach herunter. Nachdem Einstein
von dem Unfall gehért hatte, erkundigte er sich bei dem Mann nach seinem Gefuhl
wahrend des Fallens. Er erfuhr, dass der Anstreicher sein Gewicht im Fall nicht gespiirt
hatte. In diesem Augenblick Uberkam Einstein ,der groéfite Einfall meines Lebens', wie er es
gpater ausdriickte. ,In einem Gravitationsfelde (geringer raumlicher Ausdehnung)
verhalten sich die Dinge wie in einem gravitationsfreien Raume...”. Trotz dieser Einsicht
brauchte Einstein weitere sieben Jahre, um seine allgemeine Relativitétstheorie
fertigzustellen. Warum die Verzogerung? Einstein empfand es als schwierig, dass man sich
nicht so leicht von der Auffassung befreit, dass den Koordinaten eine unmittelbare
metrische Bedeutung zukommen muss “ . (Wheeler, S. 25)

Die Betrachtung des ,, freien Schwebens® fuhrt zu der Erkenntnis, dass beschleunigte
Bezugssysteme und Gravitationsfelder nicht unterscheidbar sind. Dem entspricht das
Ergebnis des E6tvis-Experiment, das die Aquivalenz von trager und schwerer Masse mit
einer Genauigkeit von 530°° bewiesen hat, tibrigens zeitlich unmittelbar vor Einsteins

Arbeiten.

Damit wird der in der Speziellen Relativitétstheorie gepragte Begriff des ,, Inertial systems®
verallgemeinert: Man muss sich weit von grof3eren Massen entfernen. In der Néhe von
Massen, unter anderem auf der Erdoberflache, ist die Raumzeit gekrimmt. Dort gehen
Uhren langsamer. Wahrend des freien Falls verstreicht eine maximale Zeit. Der Satellit,
der eine gewisse Entfernung zur Erde hat, besitzt ein Alterungsverhalten, das zwischen

diesen beiden Werten liegt.
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Zur Berechnung gibt Wheeler folgende Formel an:

gaAIterngeméBei ner ¢
gAlterngemaBeiner o_ |, ® doppelteErdmasse 9 cweit entfernten Uhr;
Serdgebundenen Uhr;_\/ ¢r-Wert der Uhrenposition ;xé d.h. Verstreichen
&der globalen Zeit

QH T

Schnelleres Altern entspricht htheren Frequenzen. Die Formel ist deshalb in folgende
Gleichung umzusetzen:

% Py
1 — 1 x [¢] - %ﬁmerde K gg
Dterde  Dtmax | & Uhr gy

Dabei wird r,,, vom Erdmittel punkt gemessen. 1/Dtma entspricht dem Verstreichen der

»globalen” Zeit.

Die Erdmasse wird mit dem Faktor k in passende Langeneinheiten umgerechnet:

_ -28 M
k - 314X10 k_g und mErde Xk = 4,44mm

Der Unterschied zwischen einer freischwebenden Uhr und einer auf der Erdoberflache

betragt demnach:

Dlmax _ [5 88840720 17 200000°9), 9
T \/8 6371403 (1 , ) 0,999 999 999 303 092 136 » 1 —-0,7-10

Fur einen Satelliten des GPS ergibt sich mit r = 20183 km:

ey 5 = - 2.309742:0%°) 0,999 999 999 780 012 882 » 1-0,2-10°

Dtmax _ |& 8881072 0
§ 20183x10"3}

Diese Ergebnisse zeigen, dass die Erd- und die Satellitenuhr langsamer gehen als eine weit

entfernte Uhr.
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Durch den Quotienten der beiden Zahlen lasst sich der Gangunterschied zwischen der

Satellitenuhr und der Erduhr aufgrund der Raumzeit-Krimmung berechnen:

Disatellit . Dtmax _ Disatellit _ 0,999999999303092136
Dimax  Dterge  Dierde  0,999999999780012882

» 0,999 999 999 523 079 254 » 1 —0,48-10°°

Die Zeitmarken der Satellitenuhr folgen schneller aufeinander as bei der Erduhr, die
Satellitenuhr geht also schneller als die Erduhr.

5.3 Rdativistische Korrektur

Aus der Speziellen Relativitédtstheorie ergibt sich, dass die Borduhr des Satelliten um
0,4740™ langsamer geht als die Erduhr. Aus der Allgemeinen Relativitétstheorie folgt,
dass die Borduhr um 0,480 schneller geht. Dieser Effekt ist also etwa 10fach groRer.
Deshalb muss die relativistische Korrektur den insgesamt schnelleren Lauf der Borduhr
berticksichtigen. Beide oben ermittelten Faktoren werden miteinander multipliziert und
ergeben den Korrekturfaktor

KRrrgesam: = 0,999 999 999 571 018 673 » 1- 0,43-10°

Mit diesem Korrekturfaktor muss die Uhrenfrequenz multipliziert werden. Nach Angabe
von Thaller wird anstelle der nominalen Frequenz von 10,23 MHz die korrigierte Frequenz
10,229 999 995 45 MHz angenommen; nach meiner Berechnung ergibt sich der Wert
10,229 999 995 61 MHz.

Wie man sieht, ist der Wert an der zehnten Stelle hinter der fuhrenden 1 um 0,5 geringer;
dies entspricht der Korrektur wegen der Allgemeinen Relativitétstheorie. An der elften
Stelle hinter der Eins wird der Wert wieder um 0,45 (bzw. 0,61) erhéht, um die Spezielle
Relativitatstheorie zu berlicksichtigen. Ohne diese Korrekturen wirde sich der Zeitfehler
bis zur néchsten Kontrolle durch die Bodenstation laufend aufsummieren. Bereits nach
etwa 20min (»1000s) lage er bei Dt = 0,5 s und Ds =cDt =150m. Dieser Fehler ist
offensichtlich nicht akzeptabel.
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6  Zusammenfassung

In dieser Facharbeit wurde gezeigt, dass es moglich ist, durch Satelliten ein System zur
weltweiten Positionsbestimmung zu betreiben. Eine ausreichende Genauigkeit ist nur
maoglich, wenn die Aussagen sowohl der Allgemeinen als auch der Speziellen
Relativitétstheorie beachtet werden.

Das GPS ist ein bemerkenswertes Beispiel fir die Relevanz sowohl der Speziellen wie

auch der Allgemeinen Relativitétstheorie fur das tégliche Leben und stellt einen besonders
beachtenswerten Beweis fur die Richtigkeit der Einstein’ schen Theorie dar.
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Anhang

8.1 Internetquellen

1) Encyclopedia Britannica: ,, Cesium clock”. http://www.britannica.com/

2) Physikalisch Technische Bundesanstalt: ,, Die Funktionsweise einer
Atomuhr.”

3) loc. cit.: “Die Caesiumuhr”

4) loc. cit.: “Die priméren Uhren der PTB”.

http://www.ptb.de/

8.2 Aktudle Produkte

1) http://www.dellas.de
2) http://www.gps24.de
3) http://www.thegpsstore.com
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